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Анотація. Дослідження нелінійних коливань і процесів в апаратах, що відбуваються під впливом складних коливань, викликають 

значні математичні труднощі. Сильні нелінійні коливання можуть істотно інтенсифікувати технологічні процеси або ж обумовлю-
вати руйнування елементів конструкцій. Тому проблема використання коливальної енергії, що виникає в технологічних апаратах 

природним шляхом, назрівала тривалий час і у проектувальників обладнання, і у технологів виробництв. 

Запропоновано комп'ютерну модель на основі диференціального рівняння для визначення частот і форм згинальних коливань труб-

частого резонатора. Застосування моделі дозволяє візуалізувати форми і частоту коливань для резонатора у вигляді циліндричної 

частини технологічного апарату будь-якого розміру. При цьому враховується товщина стінок, зовнішній і внутрішній діаметр єм-

ності апарата, його довжина. Модель враховує тип кріплення ємності з варіацією жорсткості опори. 
Відмінною особливістю отриманої моделі є те, що вперше використаний підхід до розв’язування диференціального рівняння ємно-

сті не шляхом отримання чисельного рішення, а отримання аналітичного виразу для кожної форми коливання з наступною візуалі-

зацією засобами Python. 

Ключові слова: резонатор, коливання, амплітуда, частота, ємність. 

Аннотация. Исследование нелинейных колебаний и процессов в аппаратах, которые происходят под влиянием возмущающих 

воздействий, представляет значительные математические трудности. Возникающие сильные нелинейные колебания могут суще-
ственно интенсифицировать технологические процессы или же обусловливать разрушения элементов конструкций. Поэтому задача 

использование колебательной энергии, которая возникает в технологических аппаратах естественным методом назревала длитель-

ное время и у  проектировщиков оборудования, и технологов производств. 
Предложено компьютерная модель на основе дифференциальных уравнений для определения частот и форм выгибных колебаний 

трубчатого резонатора. Применение модели позволяет визуализировать формы и частоту колебания для резонатора в виде цилин-

дрической части технологического аппарата любого размера. При этом учитывается толщина стенок, внешний и внутренний диа-
метр емкости аппарата, его длина. Модель учитывает тип крепления емкости с вариацией жесткости опоры. 

Отличительной особенностью полученной  модели является впервые использование подхода к решению дифференциального урав-

нения емкости не путем получения численного решение, а использование подхода, что включает получение аналитического выра-
жения для каждой формы колебания с последующей  визуализацией средствами Python. 

Ключевые слова: резонатор, колебания, амплитуда, частота, емкость. 

Abstract. The study of nonlinear oscillations and processes in apparatuses that occur under the influence of complex oscillations presents 
significant mathematical difficulties. The arising strong nonlinear oscillations can significantly intensify technological processes or cause the 

destruction of structural elements. Therefore, the problem of using the vibrational energy arising in technological devices naturally matured 

for a long time both for equipment designers and production technologists. 
A computer model based on a differential equation for determining the frequencies and forms of bending vibrations of a tubular resonator is 

proposed. The use of the model makes it possible to visualize the modes and frequency of oscillations for a resonator in the form of a cylin-

drical part of a technological apparatus of any size. This takes into account the thickness of the walls, the outer and inner diameter of the 
vessel of the apparatus, and its length. The model takes into account the type of tank fastening with variation in the support stiffness. 

A distinctive feature of the resulting model is that for the first time an approach was used to solve the differential equation of capacity not by 

obtaining a numerical solution, but an approach was used that includes obtaining an analytical expression for each waveform with subse-
quent visualization using Python. 
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Вступ 

У технологічному обладнанні (барботажні колони, апарати зануреного горіння, скрубера і т.д.) мо-

жуть виникати сильні нелінійні коливання, обумовлені турбулізацією потоків, природними барботажний 

процесами в середині резервуарів апаратів. Проведені дослідження свідчать, що такі об'єкти мають скла-

дну структуру і не можуть бути адекватно описані лінійними моделями [1]. 

Разом з тим, дані [2,3] дозволяють говорити про те, що цю коливальну енергію можна було б вико-

ристовувати для інтенсифікації технологічних процесів (наприклад, підвищувати теплонапруженість то-

пкових камер (як це відбувається в камерах вібраційного горіння), покращувати тепло- і масообмін, зни-

жувати гідравлічний опір) [4]. 

Однак, дослідження таких нелінійних коливань і процесів в апаратах, що відбуваються під впливом 

таких складних коливань, представляє значні математичні труднощі. Дані, отримані в роботах [3, 5] свід-

чать про наявність зворотного зв'язку між коливаннями параметрів газу і тепломасопідводом, що приз-

водить до того, що коливання середовища в апараті самозбуджуються [3]. 

У ряді робіт [6-9] були отримані залежності амплітуди коливань середовища в технологічних апара-

тах від параметрів середовища (тиску або густини), але дослідження носять вузько направлений харак-

тер, отримані моделі для конкретних апаратів з урахуванням їх індивідуальних розмірів конструкцій, 
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типу кріплення опори, характеристик середовища всередині. Універсальні алгоритми для розрахунку 

коливальних характеристик різних апаратів не наводилися. 

Тому сьогодні найбільш поширеним підходом до контролю коливань технологічних апаратів є ви-

мір вібрацій обладнання з подальшим застосуванням демпфуючих пристроїв [10]. Інтенсифікують впли-

ву при цьому здійснюються різними способами (механічний, акустичний, електромагнітний і т. д.) за 

рахунок підведення додаткової енергії [11-12]. 

Таким чином, розробка математичного апарату і отримання математичних моделей, що дозволяють 

чисельно оцінити коливальні характеристики апаратів з урахуванням різних конструктивних рішень по 

їх кріпленню, є актуальним напрямком досліджень, а розробка комп'ютерної моделі для вирішення пос-

тавленого завдання дозволить враховувати можливі коливальні процеси і використовувати цю енергію 

для інтенсифікації технологічних процесів. 

Аналіз літературних даних 

Питання використання коливальної енергії, яка виникає в технологічних апаратах природним шля-

хом неодноразово досліджувалось розробниками обладнання і технологами виробництв [4, 5, 6]. Разом з 

тим, основні напрямки досліджень були спрямовані на мінімізацію цих впливів шляхом застосування 

різних демпфуючих пристроїв [7, 8]. 

У ряді робіт була досліджена віброакустичне навантаження трубопроводів, показані різні типи ком-

поновки залежно від довжини трубопроводів [8]. Відсутність обліку в отриманих моделях впливу конс-

трукційних характеристик трубопроводів (товщини стінки, діаметра перетину) і параметрів технологіч-

ного середовища всередині унеможливлює застосування результатів досліджень для технологічних 

апаратів. Крім того, більшість моделей розрахунку віброакустичного навантаження трубопроводів засно-

вані на диференціальному рівнянні коливання балки, що робить результати розрахунків занадто прибли-

зними. 

У роботах [8,9] розроблені теоретичні основи віброчастотного методу контролю ефективності робо-

ти технологічного апарату і устрій автоколивальної системи. У дослідженнях використовували роторно-

імпульсний апарат, тому отриманих математичні моделі неможливо використовувати при контролі коли-

вальних процесів, які обумовлені турбулізацією потоків, природними барботажний процесами в середині 

резервуарів апаратів. Крім того не враховувалися типи кріплення апаратів і різні варіанти жорсткості 

опор кріплення. Основні типи кріплення розглянуті в численних джерелах [10-14]. 

Вплив типу компоновок кріплень на віброакустичне навантаження вивчалося в ряді робіт з викори-

станням коливань балки [4, 15]. Однак роботи так само присвячені побудові моделей віброакустичного 

навантаження без урахування геометричних розмірів труб, товщини стінок і щільності матеріалу. 

Авторами були проведені дослідження, які підтверджують наявність взаємозв'язку взаємодії вібра-

ційного поля резонатора, в якості якого була використана частина технологічного апарату (труби) з кон-

трольованим середовищем різної густини. Встановлена наявність залежності зміни частоти або ампліту-

ди власних коливань ємності апарату від параметрів середовища всередині в апарату. Конструктивні 

параметри ємностей, матеріал підбиралися експериментальним шляхом.  

Відсутність розробленого математичного апарату, комп`ютерної моделі для розрахунку і аналізу 

форм і частот коливань ємностей апаратів з урахуванням типу кріплення ускладнює розрахунок та облік 

природніх коливальних процесів на стадії проектування обладнання. Для ефективного контролю необ-

хідний точний розрахунок частот і форми коливань ділянок трубопроводу між кріпленнями з урахуван-

ням їх розташування і жорсткості опор, що дозволить контролювати місця максимальних напружень і 

відповідно здійснювати ліквідацію аварійних ситуацій, що особливо важливо при перекачуванні легко-

займистих і сильно токсичних рідин. Отримання таких моделей і їх програмна реалізація стане затребу-

ваним продуктом у конструкторів технологічного обладнання, дозволить вирішити проблему достовір-

ного контролю технологічних параметрів всередині обладнання шляхом визначення параметрів частот і 

форм коливань середовища. 

Мета 

Метою даної роботи є розробка комп'ютерної моделі аналізу форм і частот коливань резонаторів в 

якості яких використовуються ємності технологічних апаратів з різними типами кріплення апаратів з 

використанням візуальних засобів Python. 

Розробка комп'ютерної моделі резонаторів з використанням візуального програмування Python 

В основу моделі покладено диференціальне рівняння, яке було застосоване в роботах для визна-

чення частот і форм згинних коливань трубчатого резонатора густиноміру [11-12]. Застосуємо це рівнян-

ня для визначення частот і форм згинальних коливань резонуючої ємності технологічного апарату: 
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де 𝐸𝐼 – жорсткість при згинані в площині коливань; E – модуль пружності матеріалу резонуючої ємності; 

I – статичний момент інерції поперечного перерізу ємності щодо осі коливань; 𝑚т, 𝑚р– маса одиниці 

довжини ємності і рідинної суміші всередині апарату відповідно; y–  відхилення осі ємності як функція 

часу t і координати x вздовж осі трубки. 

Розв’язок рівняння (1) будемо шукати у вигляді виразу, що визначає визначає форму коливань ре-

зонуючої ємності: 

 y=Asin(kx)+Bcos(kx)+Csh(kx)+Dch(kx), (2) 

де у – форма коливань, відхилення точок вісі резонуючої ємкості від вертикальної вісі; А, B, C, D1 – кое-

фіцієнти, які визначаються умовами закріплення кінців резонуючої ємності технологічного апарату; 
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Розв’язання диференціального рівняння (1) знайдемо не з використанням класичного чисельного 

рішення, а застосуємо підхід, що включає отримання аналітичного виразу для кожної форми коливання. 

При виборі крайових умов, які визначаються способом закріплення торців ємності, використовуємо 

загальноприйнятий підхід, відомий з [13]: 
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де γ − коефіцієнт Пуасона, l  – довжина ємності апарата, ho −  товщина стінки, а ‒ радіус перетину ємкос-

ті. 

Якщо відношення (3) виконується, то циліндр вважається довгим і вплив крайових умов має тільки 

місцевий характер, мало впливає на частоту коливань основної форми. Помилка, обумовлена таким при-

пущенням в результаті розрахунку частоти коливань ємності, не має впливу, оскільки завжди для побу-

дови градуювальної характеристики слід з високою точністю експериментально визначати початкову 

частоту коливань резонатора [13]. 

Крайові умови закріплення апаратів вибираються відповідно до існуючих умов закріплення, згідно 

[11]. На рис. 1 представлені розрахункові схеми компонування кріплень з урахуванням типу опор. Жорс-

ткість опор задається при виборі компоновки. 

 
Рисунок1 – Розрахункові схеми кріплення технологічних апаратів одним кінцем (кріплення 1, 4) і двома 

кінцями (кріплення 2, 3, 5) 

При вільному кінці резонуючої ємності (тип кріплення №1, №4) сила і згинальний момент дорів-

нюють нулю: у'' = y'''= 0; при жорсткому закладанні решт резонуючій ємності (тип кріплення № 1, № 2, 
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№ 3) ‒ прогин і кут повороту дорівнюють нулю: у =y'= 0; при пружно закріпленому кінці резонатора, 

вигинає момент дорівнює нулю, а поперечна сила дорівнює реакції пружного закріплення: у = y '= 0 [12]. 

Лістинг підпрограм розрахунку коефіцієнтів А, B, C, D по крайовим умовам закріплення кінців ре-

зонуючій ємності наведено в табл.1. 

Розраховуються значення коефіцієнта k для перших трьох форм коливань (розрахунки форм коли-

вань вище третьої не мають практичного застосування, оскільки в цьому випадку сильно ускладнюється 

система збудження коливань резонатора). Для демонстрації можливостей комп'ютерної моделі для обра-

ної розрахункової схеми (рис. 1) визначені коефіцієнти трьох форм коливань (табл.1). 

Таблиця 1− Розрахунок коефіцієнтів k для перших трьох форм коливань 

Тип кріп-

лення 

№ 

Підпрограма розрахунку коефіцієнтів А, B, C, 

D по крайовим умовам кріплення кінців резо-

нуючої ємкості 

Значення коефіцієнтів k 

Перша 

форма 

Друга 

форма 

Третя фо-

рма 

1 

 

4.73 7.853 10.996 
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2 

 

1.875 4.694 7.855 

3 

 

4.694 7.855 10.996 



 

ISSN 1999-9941, “ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ ТА КОМП’ЮТЕРНА ІНЖЕНЕРІЯ”, 2021, № 1 

 

 

 

110 

4 

 

4.73 7.853 10.996 

5 

 

4.73 

 

7.853 10.996 
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Після визначення коефіцієнтів для перших трьох форм коливань формується візуалізація отримано-

го аналітичного виразу форми коливань з побудовою графіка перших трьох форм згинальних коливань 

осьової лінії резонатора для обраної схеми кріплення (табл.2). Програмно визначається так само час роз-

рахунку, однак оскільки він залежить від технічних характеристик ПК, дані не представлені. 

Таблиця 2 − Візуалізація форм і частоти коливань резонатора для обраної розрахункової схеми кріплення 

Тип 

кріп-

лення 

Графік розрахунку форм коливань 

резонатора 

Вид залежності частоти коливань ємкості  

від густини рідини 

№ 1 

 

 

№ 2 

 
 

№ 3 
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№ 4 

 
 

№ 5 

  

 

Розроблена комп'ютерна модель дозволяє візуалізувати форми і частоту коливань для резонатора у 

вигляді циліндричної частини технологічного апарату будь-якого розміру з урахуванням товщини стінок, 

зовнішнього і внутрішнього діаметра ємності, її довжини. Розрахунок виконаний для кожного типу кріп-

лення розрахункової схеми із зазначенням конкретної жорсткості опори. 

Відмінною особливістю отриманої моделі є те, що вперше використаний підхід до вирішення дифе-

ренціального рівняння ємності не шляхом отримання чисельного рішення, а використаний підхід, що 

включає отримання аналітичного виразу для кожної форми коливання з подальшою візуалізацією засо-

бами Python. 

Висновки 

1. Розроблено комп'ютерну модель аналізу форм і частот коливань резонаторів в якості яких вико-

ристовуються ємності технологічних апаратів з різними типами кріплення апаратів з використанням ві-

зуальних засобів Python. Модель застосовується з метою вибору оптимальної системи кріплення техно-

логічних апаратів 

2. Аналіз форм і частот коливань резонаторів з метою вибору оптимальної системи кріплення пока-

зав, що максимальна частота коливань у резонуючій ємності буде при типі кріплення №5 (два кінця за-

кріплені пружно). Максимальна амплітуда при типі кріплення №4 (один кінець закріплений пружно). 

Для підвищення ефективності та інтенсифікації технологічних процесів в рідинної середовищі всередині 

апарату доцільно використовувати тип кріплення №5. У той же час, на практиці частіше за все викорис-

товують другий тип кріплення, який характеризується найменшою частотою коливання резонуючій рі-

дини, що помітно може зменшити ефективність процесу. 

3. Точний розрахунок частот і форми коливань резервуарів технологічних апаратів з урахуванням і 

жорсткості (піддатливості) опор кріплення дозволить контролювати місця максимальних напружень і 

відповідно здійснювати ліквідацію аварійних ситуацій, що особливо важливо при перекачуванні легко-

займистих і сильно токсичних рідин в хімічної промисловості. 
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